"\ Prosiding Semanastika
&) Tahun 2025

UNIMED

The Character Building University

Penerapan Integral Lipat Tiga dalam Menghitung
Volume Piramida

Maisarah Putri Lalyta Siregar?, Sophie Alisya Sinurat?, Regina Grace Olivia Purba3, Brigita Arheti Hutabarat*
1234 Matematika, Universitas Negeri Medan, Kota Medan, 20221, Indonesia
*Corresponding Author: maisarahputri2006@gmail.com

Abstrak

Penelitian ini bertujuan untuk menghitung volume piramida melalui dua pendekatan, yaitu secara analitik
menggunakan integral lipat tiga dan secara numerik dengan metode Simpson Komposit 2D. Model piramida dibangun
berdasarkan sistem koordinat kartesius dengan alas berbentuk persegi dan ketinggian tertentu. Hasil perhitungan
analitik menunjukkan kesesuaian dengan rumus bangun ruang limas. Sementara itu, metode Simpson Komposit 2D
digunakan untuk mendekati nilai integral secara numerik dengan cara membagi daerah alas menjadi sejumlah grid
teratur. Implementasi dilakukan melalui Google Colab untuk memvisualisasikan bentuk tiga dimensi piramida Dari
hasil analisis diperoleh bahwa semakin kecil ukuran grid, hasil perhitungan volume semakin mendekati nilai analitik
dengan galat yang sangat kecil. Oleh karena itu, metode integral lipat tiga dan Simpson Komposit 2D terbukti efisien
dalam menghitung volume piramida serta berpotensi diterapkan dalam pembelajaran kalkulus multivariabel berbasis
teknologi komputasi.

Kata kunci: Integral Lipat Tiga; Metode Simpson Komposit 2D; Perhitungan Volume

Abstract

This research focuses on determining the volume of a pyramid through two different approaches: an analytical
method using a triple integral and a numerical method applying the 2D Composite Simpson’s Rule. The pyramid is
represented within a Cartesian coordinate system, characterized by a square base and a specific height. Analytical
calculations produce results that align with the classical volume formula for a pyramid. In contrast, the 2D Composite
Simpson’s Method is utilized to numerically approximate the integral by dividing the base region into a set of evenly
spaced grids. The implementation was conducted through Google Colab, which also enabled three-dimensional
visualization of the pyramid model. The findings reveal that smaller grid sizes lead to results that closely match the
analytical values with minimal error. Consequently, the triple integral and 2D Composite Simpson’s Method are shown
to be efficient for computing the volume of a pyramid and hold great potential for use in multivariable calculus
learning supported by computational technology.
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PENDAHULUAN

Piramida Giza salah satu warisan paling megah dari peradaban Mesir Kuno yang masih berdiri kokoh hingga saat
ini. Bangunan ini berlokasi di Dataran Tinggi Giza. Tepat di sebelah barat Sungai Nil, sekitar 13 KM dari pusat Kota Kairo,
Mesir (Kawae,Y, 2024). Kawasan ini merupakan nekropolis terbesar di Mesir, yang didominasi oleh tiga struktur kolosal:
Piramida Khufu, Khafre, dan Menkaure, yang dibangun berturut-turut oleh tiga generasi Firaun dari Dinasti
Keempat.Berlandaskan pernyataan itu, dapat ditarik kesimpulan bahwa piramida merupakan salah satu bangun ruang
tiga dimensi yang memiliki peranan penting dalam sejarah matematika maupun aplikasi praktis di berbagai bidang.
Bangun ini ditandai dengan alas berbentuk poligon dan sisi-sisi tegak berupa segitiga yang bertemu pada satu titik
puncak. Contoh paling terkenal adalah piramida di Mesir, khususnya Piramida Giza, yang tidak hanya menjadi bukti
kecanggihan arsitektur kuno, tetapi juga menjadi objek kajian matematis sejak ribuan tahun lalu.

Piramida Khufu dibangun sekitar tahun 2560 sebelum Masehi, pada masa pemerintahan Firaun Khufudari Dinasti
Keempat. Pembangunan piramida ini bertujuan sebagai makam raja sekaligus sebagai lambang kekuasaan dan
keabadian Firaun (Hutagalung dkk., 2025). Fungsinya jauh melampaui sekadar tempat peristirahatan; ia melambangkan
kekuatan absolut, otoritas ilahi, dan janji keabadian Firaun. Keyakinan masyarakat Mesir Kuno terhadap kehidupan
setelah kematian menjadi alasan utama mengapa pembangunan piramida dilakukan dengan begitu megah dan teliti.
Piramida Khufu merupakan yang terbesar di antara semua piramida di Giza. Panjang sisi alasnya mencapai sekitar
230,36 meter, dengan luas dasar sekitar 53.000 meter persegi. Tinggi awal piramida diperkirakan 146,6 meter, namun
hanya sekitar 138,8 meter karena sebagian puncaknya telah terkikis dan menyebabkan hilanganya lapisan. Struktur
tersusun dari sekitar 2,3 juta balok batu kapur dan granit, berbobot antara 2 hingga 15 ton, dengan volume total
mencapai 2,6 juta meter kubik. Selain sebagai tempat peristirahatan Firaun, Piramida Giza juga bukti nyata kemajuan
ilmu pengetahuan masyarakat mesir kuno (Kawae,Y, 2024).
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Integral lipat tiga merupakan bentuk perluasan dari konsep integral tunggal dan ganda yang digunakan untuk
menghitung volume atau massa suatu benda tiga dimensi. Integral ini menghitung jumlah tak hingga dari nilai fungsi
pada seluruh titik dalam ruang, sehingga dapat digunakan untuk menentukan volume, massa, momen inersia, dan
distribusi densitas dalam suatu benda padat (Ardiansyah & Hadi, 2022). integral lipat tiga memungkinkan menghitung
volume bangun ruang dengan batas-batas yang tidak selalu teratur, misalnya piramida, kerucut, atau benda padat
dengan permukaan melengkung (Nasir, dkk., 2022).

Metode Simpson Komposit 2D merupakan salah satu teknik integrasi numerik yang digunakan untuk
memperkirakan nilai integral ganda dari suatu fungsi dua variabel. Metode ini merupakan pengembangan dari aturan
Simpson 1/3 satu dimensi, yang kemudian diperluas ke dua arah (x dan y) untuk menghitung luas atau volume pada
bidang dua dimensi (Suherly & Shiddig, 2020). Metode Simpson Komposit 2D berfungsi sebagai pendekatan numerik
yang efisien untuk menghitung volume suatu bangun ruang dengan bentuk atau fungsi yang kompleks. Dalam konteks
penelitian ini, metode tersebut membantu memperkuat analisis matematis melalui pembuktian numerik (Irawati, dkk.,
2025). Artikel ini bertujuan untuk mengkaji serta membandingkan hasil perhitungan volume piramida menggunakan
dua pendekatan berbeda, yaitu pendekatan analitik melalui integral lipat tiga dan pendekatan numerik dengan metode
Simpson Komposit 2D. Selain itu, penelitian ini dimaksudkan untuk memperlihatkan pemanfaatan perangkat lunak
sebagai sarana bantu dalam proses komputasi dan visualisasi, sehingga dapat memperdalam pemahaman terhadap
konsep kalkulus multivariabel serta penerapannya pada permasalahan geometri tiga dimensi, khususnya pada bangun
piramida.

METODE PENELITIAN

Penelitian ini mengimplementasikan pendekatan kalkulus multivariabel melalui teknik integral lipat tiga untuk
menghitung volume Piramida Giza secara analitik dan eksak. Metode yang digunakan terdiri dari beberapa tahapan
kunci berikut, Data dimensi Piramida Giza mengacu pada studi oleh Kawae, Y(2024), dengan tinggi piramida (H) = 138 m
dan panjang sisi alas (a) = 230 m. Piramida dimodelkan sebagai bangun ruang dengan alas persegi sempurna dan
puncak yang terletak tepat di atas pusat geometris alas. Sistem koordinat Kartesius tiga dimensi ditetapkan dengan; (a)
titik pusat (0, 0, 0) terletak di pusat bidang alas piramida; (b) sumbu-z berorientasi vertikal dengan arah positif menuju
puncak piramida; (c) puncak piramida berada pada koordinat (0, O, H). Notasi dan Derivasi Fungsi Penampang dan
didefinisikan simbol-simbol; s(z): Panjang sisi penampang persegi pada ketinggian z; dann /(z): Setengah dari panjang sisi
penampang s(z). Fungsi ini akan menjadi batas integrasi untuk variabel x dany.

Fungsi /(z) digunakan sebagai setengah panjang sisi penampang horizontal piramida pada ketinggian z yang
diturunkan berdasarkan prinsip kesebangunan segitiga. Analisis geometri dilakukan dengan mempertimbangkan profil
diagonal piramida yang membentuk segitiga sama kaki dengan; (a) Alas segitiga: Panjang sisi alas piramida (a = 230 m);
(b) panjang segitiga: Tinggi Piramida (H = 138 m). Pada ketinggian z tertentu dari alas, penampang horizontal piramida
membentuk persegi dengan panjang sisi s(z). Berdasarkan prinsip kesebangunan segitiga, diperoleh hubungan
proporsionalitas pada persamaan 1.

Sisi penampang pada ketinggian z _ Jarak dari titik puncak menuju z

1
Sisi alas Tinggi @)

Yang dapat dinyatakan secara matematis dengan: %Z) = % sehingga diperoleh s(z) = a % Karena dalam sistem
koordinat integrasi dilakukan dari -x hingga x, maka fungsi panjang sisi penampang dibagi menjadi setengah panjang sisi

penampang:

s(z) a H-—z
I(2) =2 = 2. (2)
2 2 H

Fungsi linear ini dipilih karena secara akurat merepresentasikan pengecilan dimensi penampang piramida yang

proporsional terhadap ketinggian, yang merupakan karakteristik fundamental dari bentuk piramida dengan sisi-sisi
lurus.

Berdasarkan fungsi /(z) yang telah diturunkan, volume piramida dihitung melalui integral lipat tiga dengan

batas-batas integrasi yang ditentukan berdasarkan geometri piramida; integrasi terhadap z: dari O hingga H (dari alas ke

puncak); dan integrasi terhadap x dan y: dari -/(z) hingga I(z) pada setiap ketinggian z. Sehingga formulasi lengkap

s(z) _a H-z
2 2 H

volume dinyatakan pada persamaan 3. Dengan substitusi [(z) = dan substitusi nilai dari a dan H, integral
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diselesaikan secara berurutan dimulai dari integrasi paling dalam terhadap x, dilanjutkan terhadap y, dan diakhiri

V= fff av = fz ny v fXZI(Z)dxdydz (3)

y=—1(2) x=-1(2)
Sebagai validasi dan perbandingan, volume piramida juga dihitung menggunakan metode Simpson Komposit

dengan integrasi terhadap z.

2D. Prinsip metode ini adalah mendiskritisasi alas piramida menjadi grid N , X N,, dan mengakumulasi volume elemen-
elemen prisma tegak. Implementasi ini dilakukan dengan Langkah pertama diskritisasi domain dengan alas piramida
dibagi menjadi N, dan N,segmen dengan N, = N,, =n, dimanan harus genap. Ukuran langkah dihitung dengan

persamaan 4.

Batas atas — batas bawah(a) Batas atas — batas bawah(a)
hx = vhy = (4)
N 4 N.
x y

Langkah selanjutnya konstruksi grid, Dimana titik-titik grid didefinisikan sebagai x; = i - hy, y; =j*h, untuki,j =
0,1, 2,...,n. Sedangkan untuk fungsi ketinggian, tinggi piramida pada setiap titik (x,y) dimodelkan dengan persamaan 5.

z(x,y) = max(0,H — -max(|x —a/2|,ly —a/2|) (5)

/2
Pada tahap penentukan koefisien simpson, untuk n genap, pola koefisien 1D mengikuti bobot Simpson [1, 4, 2,
, 2, 4, 1]. Koefisien 2D merupakan produk tensor dari koefisien 1D sumbu-x (c;) dan sumbu-y (d;). Sehingga

formulasi volume numerik dihitung dengan persamaan 6.
Ny Ny
Vnumerik = < ) ( >ZZ Cld Z(xu YJ (6)
i=0 j=
Konvergensi dan analisis error, dilakukan untuk berbagai nilai n. Galat terhadap solusi analitik dianalisis menggunakan
persamaan 7

Error absolut
Error relatif = —— X 100% (7)

analitik

HASIL DAN PEMBAHASAN

Implementasi perhitungan volume piramida dalam penelitian ini dilakukan secara analitik dengan metode
Integral Lipat Tiga dan secara numerik dengan metode Simpson Komposit 2D. Pemilihan metode ini bertujuan untuk
membandingkan hasil dari proses pengintegralan secara analitik dan dengan Simpson Komposit 2D secara numerik.
Apakah kedua metode perhitungan yang berbeda tersebut akan tetap menghasilkan jawaban yang sama atau berbeda.
Perhitungan ini juga menunjukkan bahwa menghitung suatu bangun ruang tidak hanya dengan satu cara melainkan
dengan berbagai cara yang berbeda-beda. Dengan formulasi integral lipat tiga, volume piramida dinyatakan dengan

z=H ry=l(z) rx=l(z)
v=Jff dv=f f f dx dydz (8)
z=0

y==1(z) x=-1(z)

persamaan 8.

Substitusi nilai [(z) —% %:

g=H 2.H-z  aH—z
DETH 2
V.=, dV:f f f dx dy dz
i R T
Substitusi nilai a dan H:
230 138-z 230 138-z

138 38 3
v=[ff, av = f f ' O xdydz

230 . 138— z) _(230 . 138—2)
138 2 138
Integral terhadap x:

230 138-2 230 138—
2 138 dx = x| = 1382 230 138-—z < (230 138 — Z)) 230 138 -z
_ Xl 1230 138-2\ = 5 " Ta2q |\ " \H5 T Ta3g )T T 12a
_(%,%282) ( 5 1382) 2 138 2 138 138
Integral terhadap vy:
230 138-z 230 138-z )
2 138 ) 138—Zd — 230 138—Z T2 7138 dy = 2 = 2302 138 -2z
230 138-z 138 @7 138 ) (230 138-z y=4= ( 138 )
‘(T' 138 ) ( 2 138 )
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v,

&1+

Onrme®

Integral terhadap z:

1/—[1382302 (138_Z)Zd — 2302
=, 138 ) 7 1382

Dengan memisalkan u = 138-z, maka du = —du, dan diperoleh ketika z = 0 maka u = 138 dan ketika z = 138 maka u = 0,

138
f (138 — z)2%dz
0

sehingga

138 138
V = 2302 J- (138 — z)2dz = 2302 - f u?du = 2.433.400
0 0

0
20_11) — 9202 .
1382 1382£38“ (=du) = 230% 1357

Maka dengan menggunakan integral lipat tiga diperoleh volume dari salah satu Piramida Giza adalah 2.433.400 m?.
Kemudian hasil tersebut dibandingkan dengan metode Simpson Komposit (Numerik), diawalai dengan

menentukan jumlah pembagian dengan Nx = Ny = 4 ( Genap ), sehingga diperoleh Hx = 57,5 m dan H, = 5,75 m.

Kelanjutnya menentukan  titik  grid. Dengan Xi = i.Hx wuntuki = 0,1,2,3,4 diperoleh X =

[0,57,5,115,172,5,230] dan  Yj = j.Hy untukj = 0,1,2,3,4 diperoleh Y = [0,57,5,115,172,5,230].

Kemudian menentukan nilai fungsi Z(x;yi), sehingga dengan Z (x,y) = max (0,138 — % .max(|x — 115]),(ly —

115|)), diperoleh Z (115,115) = 138, dan Z (115,57,5 )=69. Dengan demikian dapat disusun matriks Z = [Z(x;yi)].

0 0 0 0 o0
0 69 69 69 0

z=10 69 138 69 0
\0 69 69 69 0
0O 0 O 0o O
Langkah selanjutnya penentukan koefisien Simpson dengan Ci = [1,4,2,4,1] untuki = 0,...... ,4dan dj =
[1,4,2,4,1] untukj = 0,...... ,4. Menggunakan rumus simson 2D (persamaan 9).
Nx Ny
Hx\ (Hy .
V= (?) (?) ZZCl dj z(Xi, Yj) 9)
i=0 j=0

Faktor depan= H—; . H—: = w= 330025 _ 367,3611 m? dan jumlah berbobot (TN ¥ cidjZ(Xi, Y))), ¢l =

4c2= 2,c3=4dandl =4,d2 =2,d3 = 4.Dengan persamaan Ji,j = cidjZi,j, untuk Barisj = 1(d1 = 4),
diperolehJ1,1=¢1d171,1=4.4.69=16.69=1104;)2,1=c2d172,1=2.4.69=8.69=552;danJ3,1=c3d173,1=
4.4.69 =16 .69 = 1104 sehingga diperoleh

3
Z cidjZi,j = 1104 + 552 + 1104 = 2760
i=1

Kemudian Baris j = 2 (d2 = 2), diperolehJ1,2 =c1d271,2=4.2.69=8.69=552;12,2=c2d272,2=2.2.138=4.
138 =552;danJ3,2 =c3d273,2=4.2.69 =8 .69 = 552 dan dapat disusun

3
Z cid2 Zi,2 = 552 + 552 + 552 = 1656
i=1

Selanjutnya untuk Baris j = 3 (d2 = 4), diperolehJ1,3=c¢1d171,3=4.4.69=16.69=1104;)2,3=c2d322,3=
2.469=8.69=552;dan J3,3=c3d373,3=4.4.69 =16 .69 = 1104. Sehingga diperoleh
23 f cid3Zi,3 = 1104 + 552+ 1104 = 2760 dan Zs ; <Zs 1cidei,j) = 2760+ 1656 + 2760 = 7176

i= j= i=

Tahapan selanjutannya adalah menentukan Volume hasil Simpson dengan V =
Faktor . (Total semua kontribusi nonzero ) maka akan diperoleh V' = 2.636.183,33 m3. Berdasarkan hasil yang
diperoleh Vsimpson(N = 4) = 2.636.183,33 m3 dan Vanalitik = % L2 H= % . (230)2. 138 = 2.433.400 m3,
perlu dilakukan perhitungan yang sama dengan angka berbeda hingga nilainya mendekati nilai analitik, dengan grid
halus (nx = ny = 200) : V50 = 2.433.481,11 m3 dan Galat absolut Error abs = Vsimpson(200) — Vanatitic =
2,433,481.11 — 2,433,400 = 81,11 m3, serta galat relatif0.00333%, ini membuktikan bahwa bahwa semakin besar n,
semakin kecil galatnya.

Tabel 1. Volume metode Simpson dan tingkat eror

n V_Simpson (m?3) Error absolut (m?3) Error relatig (%)
4 2,636,183.333333 202,783.333333 8.333333
10 2,465,845.333333 32,445.333333 1.333333
50 2,434,698.813333 1,297.813333 0.053333
100 2,433,724.453333 324.453333 0.013333
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n V_Simpson (m?3) Error absolut (m3) Error relatig (%)
200 2,433,481.113333 81.113333 0.003333
Berikut ini visualisasi gambar (Gambar 1) dengan rumus Python:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
# Parameter piramida Giza
a = 230 # panjang sisi alas (m)
H = 138 # tinggi piramida (m)
# Fungsi tinggi piramida
def z_pyramid(x, y, a, H):
return H * (1 - (2/a) x np.maximumCabs(x - a/2), absCy - a/2)))
# Simpson Komposit 2D
def simpson_2d(f, ax, bx, ay, by, nx, ny):
hx = (bx - ax) / nx
hy = (by - ay) / ny
x = np.linspace(ax, bx, nx+1)
y = np.linspaceCay, by, ny+1)
X, Y = np.meshgrid(x, y, indexing='1ij")
7= (X, VY, a, H)
# koefisien Simpson di x
cx = np.ones(nx+1)
cex[1l:nx:2] =4
ex[2:nx-1:2] = 2
# koefisien Simpson di y
cy = np.ones(ny+1)
cyll:ny:2] =4
cyl2:ny-1:2] = 2
C = np.outer(cx, cy)
integral = Chx*hy/9) x np.sum(C * Z)
return integral
# Hitung dengan n=200
nx, ny = 200, 200
V_simpson = simpson_2d(z_pyramid, 0, a, 0, a, nx, ny)
# Volume eksak
V_exact = (1/3) * ax*2 % H
print(£"volume (Simpson Komposit, n={nx}) = {V_simpson:,.2f} m*3")
print(f"Volume Eksak = {V_exact:,.2f} m*3")
print(f'"Galat relatif = {abs(V_simpson - V_exact)/V_exact * 100:.6f} %")
# ==================== Visualisasi Piramida ====================
fig = plt.figure(figsize=(10,8))
ax = fig.add_subplot(111l, projection='3d"')
# Mesh untuk permukaan
X = np.linspace(0, a, 100)
Y = np.linspace(0, a, 100)
X, Y = np.meshgrid(X, Y)
Z = z_pyramid(X, Y, a, H)
ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap='copper', edgecolor='k', alpha=0.7)
ax.set_xlabel('x (m)")
ax.set_ylabel('Y (m)")
ax.set_zlabel('Z (m)")
ax.set_title(f"visualisasi Piramida Giza dengan Simpson Komposit (n={nx})")

plt.show()
Volume (Simpson Komposit, n=200) = 2,433,481.11 m~3
Volume Eksak = 2,433,400.00 m"3
Galat relatif = ©.003333 %
Visualisasi Piramida Giza dengan Simpson Komposit (n=200)
100
X(m)
200
Gambar 1. Visualisasi Giza dengan Simson Komposit (n = 200)
KESIMPULAN

Berdasarkan analisis yang telah dilakukan, dapat disimpulkan bahwa pendekatan matematis melalui integral lipat
tiga berhasil memverifikasi volume Piramida Giza sebesar 2.433.400 m3, yang konsisten dengan hasil perhitungan
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menggunakan rumus volume limas konvensional. Hal ini mengkonfirmasi validitas model geometri yang dibangun dalam
sistem koordinat Kartesius dengan batas integral yang diturunkan berdasarkan prinsip kesebangunan.

Di sisi lain, implementasi metode Simpson Komposit 2D sebagai solusi numerik menunjukkan konvergensi nilai
hasil aproksimasi terhadap solusi analitik seiring dengan penambahan kepadatan grid. Pada nilai n = 200, diperoleh
galat relatif sebesar 0,00333%, yang mengindikasikan tingkat akurasi yang sangat tinggi dan stabilitas numerik yang
baik. Fenomena ini sejalan dengan teori error pada metode kuadratur numerik, di mana peningkatan jumlah partisi
berbanding lurus dengan penurunan galat pemotongan.

Secara implisit, penelitian ini juga menggaris bawahi signifikansi integrasi antara pendekatan analitik dan
numerik dalam menyelesaikan permasalahan geometri ruang. Hasil yang diperoleh tidak hanya memperkuat
pemahaman konseptual kalkulus multivariabel, tetapi juga membuka peluang pengembangan model numerik untuk
bentuk-bangun ruang yang lebih kompleks dan tidak teratur dalam aplikasi rekayasa dan komputasi geometri.
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