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KATA PENGANTAR

Puji syukur kami panjatkan kepada Tuhan Yang Maha Esa atas segala karuniaNya,
sehingga Buku Abstrak Prosiding Seminar Nasional Matematika yang diselenggarakan
Jurusan Matematika, FMIPA Universitas Negeri Medan. Kegiatan ini mengusung tema
Transformasi, Rekonstruksi, dan integrasi keilmuan dalam pembelajaran matematika
menuju era inovasi dan kolaborasi dengan keynote speaker Prof. Dr. Syawal Gultom, M.Pd.
dan Prof. Dr. Ferra Yanuar, M.Sc. serta Dr. Ani Sutiani, M.Si. sebagai Opening Speech.
Tujuan kegiatan ini selain menciptakan lingkungan akademik di lingkungan jurusan
matematika FMIPA Universitas Negeri Medan, juga menjadi wadah untuk menyebaran
pengembangan ilmu pada bidang matematika dan rumpun ilmu yang berkaitan. Kegiatan
yang dilaksanakan pada tanggal 20 November ini diikuti oleh 228 peserta seminar dan 131
pemakalah (presenter) yang berasal dari beberapa institusi di tingkat Nasional. Artikel yang
diterima terdiri dari dikelompokkan pada 4 bidang; (1) ilmu Komputer; (2) Pendidikan
matematika; (3) statistik; dan (4) Matematika. Dari 131 Full Paper yang masuk, selain
diterbitkan dalam bentuk prosiding, juga akan diterbitkan pada mitra publikasi jurnal kami;
(1) Jurnal Fibonaci: Jurnal Pendidikan Matematika; (2) Journal of Mathematics,
Compupations, and Statistics; (3) jurnal Zero: Jurnal Sains, Matematika dan Terapan dan (4)
Journal of Didactic Mathematics

Kelancaran kegiatan persiapan kegiatan seminar ini telah didukung oleh jajaran
pimpinan Universitas Medan, oleh karena itu Kami mengucapkan terima kasih kepada (1)
Ketua Senat Universitas Negeri Medan; (2) Rekor Universitas Negeri Medan; (3) Dekan
FMIPA Universitas; dan (4) ketua Jurusan Pendidikan. Kami juga mengucapkan seluruh
pihak-pihak terkait yang tidak dapat kami sebutkan satu terutama Panitia Pelaksana dan
partisipan dalam pelaksanaan seminar Nasional ini. Semoga prosiding Seminar Nasional
Matematika ini, dapat memberikan wawasan dan melengkapi kemajuan teknologi pada

bidang yang berkaitan dengan Matematika.

Medan, 7 Februari 2025
a.n Panitia Pelaksana

¢

Dr. Yulita Molliq Rangkuti, S.Si, M.Sc
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Pembangunan Script Python untuk menunjukkan
perbandingan antara Metode RK6, Metode RK4
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Abstrak, artikel ini menunjukkan kinerja algoritma metode Runge-Kutta order keenam
(RK®6) dengan Python dalam penyelesaian persamaan diferensial biasa (ODE). Metode
RK6 membutuhkan lima evaluasi fungsi per iterasi, sehingga lebih efisien dibandingkan
metode Runge Kutta order ke empat (RK4). Pembangunan algoritma diujicobakan untuk
persamaan diferensial. Pada suntak ini, hasil dari simulasi dengan metode RKG6
dibandingkan dengan penyelesaian dari metode RK4 dan penyelesaian eksak menggunakan
Syntak python menghasilkan tabel error dan grafik dinamika hasil simulasi dengan
tampilan legen dan judul dari grafik. Dengan demikian syntak ini bisa dijadikan koding
alternatif untuk menyelesaikan persamaan diferensial yang lebih kompleks untuk metode
RKG6 ini.

Kata kunci: Runge Kutta order 6 Goeken-Johnson, Python, Persamaan Diferensial

Abstract, this article shows the performance of the Sixth-Order Runge-Kutta (RK6)
algorithm with Python in solving ordinary differential equations (ODES). The RK6 method
requires five function evaluations per iteration, making it more efficient than fourth-order
Runge Kutta method (RK4). The development of the algorithm is tested for differential
equations. This section compares the results of simulations with the RK6 method and their
RK4’s solutions and exact solution. Python syntax produces error tables and dynamic
graphs of simulation results with legends and graph titles. Thus, this syntax can be used as
an alternative coding to solve more complex differential equations for this RK6 method.

Keywords: Runge Kutta order 6 Goeken-Johnson method, Python, Differential Equations.

Citation : Ulwan, M. A. N, dkk. (2024). Pembangunan Script Python untuk menunjukkan perbandingan antara Metode
RK6, Metode RK4. Prodising Seminar Nasional Jurusan Matematika 2024. 831 — 837.

PENDAHULUAN

Persamaan diferensial adalah alat matematis yang fundamental dalam memodelkan berbagai
fenomena alam dan teknik, mulai dari pergerakan benda hingga perubahan populasi. Dengan
menggambarkan hubungan antara suatu fungsi dan turunannya, persamaan ini memungkinkan kita
untuk memahami dan memprediksi perilaku sistem dinamis dalam berbagai bidang, termasuk fisika,
biologi, ekonomi, dan teknik. Dalam konteks ini, pembahasan mengenai persamaan diferensial
menjadi sangat penting untuk mengembangkan pemahaman yang lebih mendalam tentang bagaimana
variabel-variabel berinteraksi satu sama lain seiring waktu (Murray, 2002).

Penyelesaian eksak yang diperoleh tidak selamanya mudah diperoleh. banyak peneliti
menyelesaikan persamaan diferensial ini menggunakan pendekatan numerik. Penelitian terbaru
menunjukkan bahwa metode Runge-Kutta orde lebih tinggi, seperti metode orde keenam, dapat
menawarkan akurasi yang lebih baik dengan mengurangi jumlah langkah evaluasi fungsi yang
diperlukan, dibandingkan dengan metode RK4 yang lebih konvensional. Implementasi ini sangat
berguna dalam menangani sistem persamaan diferensial yang kompleks dan berukuran besar, di mana
efisiensi komputasi dan akurasi merupakan faktor kritis dalam pemodelan numerik (Reyes &
Johnson, 2021; Ningsi & Mungkasi, 2019; Zhang, dkk, 2021).
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Salah satu metode Sixth-Order Runge-Kutta (RK6) dalam simulasi dinamika fluida dapat
dilihat pada penelitian oleh Khajehpour et al. (2021). Dalam studi ini, peneliti menggunakan RK6
untuk menyelesaikan sistem persamaan diferensial yang menggambarkan aliran cairan di saluran,
baik dalam kondisi laminar maupun turbulen. Metode ini terbukti efektif dalam menghasilkan solusi
numerik yang lebih akurat dengan meminimalkan jumlah evaluasi fungsi yang diperlukan pada setiap
langkah. Hal ini sangat krusial dalam situasi yang membutuhkan komputasi cepat. Hasil yang
diperoleh menunjukkan bahwa RK6 tidak hanya meningkatkan akurasi tetapi juga mempercepat
kinerja komputasi dibandingkan dengan metode orde lebih rendah seperti RK4 dan RK5. Dengan
demikian, RK6 muncul sebagai pilihan yang lebih optimal untuk analisis aliran fluida (Luan &
Ostermann, 2020; Al-Shimmary, 2017).

Python adalah bahasa pemrograman yang populer dan serbaguna, dikenal karena sintaksisnya
yang sederhana dan kemampuannya untuk mendukung berbagai paradigma pemrograman, termasuk
pemrograman berorientasi objek dan fungsional. Bahasa ini banyak digunakan dalam berbagai
bidang, mulai dari pengembangan web, analisis data, pembelajaran mesin, hingga simulasi ilmiah.
Keunggulan Python terletak pada kemudahan penggunaan dan ekosistem pustaka yang kaya, seperti
NumPy, SciPy, dan Matplotlib, yang sangat mendukung komputasi numerik dan visualisasi data
(Lutz, 2020; Beazley & jones, 2020; Harris, dkk, 2020). Beberapa studi terbaru telah berhasil
menggunakan Python untuk menyelesaikan berbagai masalah, termasuk pemodelan dinamika fluida,
analisis sistem kontrol, dan pemecahan persamaan matematis yang kompleks. Misalnya Python dapat
digunakan dalam pemodelan meteorologi dan analisis data keuangan, menjadikannya alat yang
penting dalam penelitian ilmiah dan industri (Luan & Ostermann, 2020; Wright, dkk., 2022). Pada
artikel ini, Python dibangun untuk mengimplementasikan metode RK6 dan RK4 dalam
menyelesaikan persamaan diferensial, untuk  menunjukkan akurasi kedua metode dengan
menampilkan eror mutlak dan error relatif baik dalam tabel maupun dalam grafik.

METODE RUNGE KUTTA

Pada artikel ini, dua metode akan dibangun algortimanya dengan python. Dua metode tersebut
metode Runge Kutta order keenam (RK6) adalah salah satu varian dari metode Runge-Kutta orde ke-
6 yang diperkenalkan oleh Al-Shimmary di tahun 2017 (Al-Shimmary, 2017). Keunggulan dari
metode ini adalah membutuhkan tujuh kali evaluasi fungsi per iterasi, berbeda dengan metode RK6
standar yang memerlukan enam hingga tujuh kali evaluasi. Penggunaan evaluasi fungsi yang lebih
sedikit menjadikan metode ini lebih efisien secara komputasional. Seperti yang diketahui bahwa
metode orde keenam standar mempunyai 7 fungsi evaluasi k;. Rumus iterasi untuk metode ini
dituliskan sebagai berikut

St I € B ¢ SO I I 13k) .
Yner =t <200 140" T a0 T 25 s T a5 e T 00" @

- 1 1 2 2 1

Dimana by = f Q) ke = f (n + 3 h Y + 3 hky ) s = £ (30 + 20y + 21k ) ey = f (30 + 2y +

1

1 1 5 25 55 35 15 1 3

L hky +2hky = ks ) ks = £ (0 + 20y + S hky = Sk, + SRk + 2 hkey) ke = f (0 + 20 Y+ hky —
11 1 1 1 33 43 32 80

2 hky — < hks + 2 hk, +5hk5),dan k, = f(xn b, Y = 2 hky + 22 bk + 2o hky — S0 bk + e ks +5hk6),
dan k1, k,, k3, k4, ks, kg, dan k-, merupakan fungsi evaluasi dari metode RK6.

261 118

Metode RK4 merupakan metode yang sangat akurat untuk menyelesaikan persamaan diferensial,
khususnya sistem persamaan diferensial, seperti berbagai sistem chaotic, hperchaotic dan model-
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model dalam bidang kesehatan (Press, dkk., 2007). Metode ini secara umum pertama Kkali
diperkenalkan oleh matematikawan J. A. Runge dan M. W. Kutta pada awal abad ke-20. Metode orde
keenam ini kemudian dikembangkan lebih lanjut oleh berbagai peneliti. Adalpun rumus dari RK4
dituliskan dalam persamaan 2 di bawah ini

1
Ynt1 =Yn t g(k1 + 2ky + 2k3 + ky) (2)
Dimana, ky = hf (x,,v), ko = hf (xn +2h, Y + %kl),k3 = hf (xn +2hy, + %kz) dank, = hf Gen + h,y, +
k3). Pengujian keakuratan dari metode RK6 dapat dilihat dari error absolut atau error Realtif seperti
rumus Error Absolut = | ¥rxe — Vria |- Kesalahan absolut menunjukkan seberapa jauh hasil numerik

dari solusi eksak yang seharusnya. Semakin kecil nilai error absolut, semakin baik akurasi metode

tersebut.
Error Realtif = ZRKe—VRKsl 3)
YRK4

Kesalahan relatif memberikan ukuran proporsional dari kesalahan dibandingkan dengan solusi esak.
Ini berguna untuk mengukur akurasi dalam konteks besarnya solusi eksak, terutama ketika solusi
eksak berubah secara signifikan di sepanjang interval x.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Syntax Python sudah dibangun untuk menunjukkan perbandingan metode Rk6 dan RK4 untuk
menyelesaikan kasus persamaan diferensial. Syntax python yang dibangun diawali menuliskan
library sebagai berikut

import numpy as np
import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt

Pada artikel ini, persamaan diferensial yang akan diujicobakan adalah % = f(lx,y) = x - sin(y) +

et=@}. y2, dengan y(0) = 2,0 <x <2, dan h = 0.001 serta penyelesaian eksak y = 2e* —
x — 1. Untuk pendefinisian dan penginputan persamaan diferensial ini dibangun script berikut:

# Fungsi solusi eksak
def exact solution(x):
return 2 * np.exp(x) - x - 1
# Fungsi untuk memasukkan persamaan diferensial
def define dydx():
print ("Masukkan persamaan diferensial dalam bentuk f(x, y). Contoh: x + y")
equation = input ("Persamaan dydx: ")
# Mendefinisikan fungsi berdasarkan input pengguna
def dydx(x, Vv):
return eval (equation)
return dydx

Pada metode penginputan persamaan diferensial, interval waktu, ukuran langkah dan nilai awal
dibangun script python seperti berikut:

# Fungsi utama
def main():
print ("== Program Perbandingan Metode Runge-Kutta ===")
dydx = define dydx()
x0 = float (input ("Masukkan nilai x awal (x0): "))
y0 = float (input ("Masukkan nilai y awal (y0): "))
h = float (input ("Masukkan ukuran langkah (h): "))
x end = float (input ("Masukkan nilai x akhir: ")
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Hasil dari simulasi menggunakan python, maka dihasilkan tampilan hasil inputan sebagai berikut:

Persamaan dydx: x * np.sin(y) + np.exp(-x) * y**2
Masukkan nilai x awal (x@): @

Masukkan nilai y awal (y@): 1

Masukkan ukuran langkah (h): ©.ee1

Masukkan nilai x akhir: 2

Selanjutnya, untuk menampilkan hasil perbandingan antara metode RK6, metode RK4 dan
penyelesaian eksak, dibangun dahulu kodingan untuk metode Rk 6 seperti berikut:

# Fungsi metode Runge Kutta order ke-6
def rk6(f, x0, v0, h, n):
x values = [x0]
y values = [y0]
for 1 in range(n):
kl = £(x0, y0)

k2 = £(x0 + h/3, y0 + h*k1/3)

k3 = £(x0 + 2*h/3, y0 + 2*h*k2/2)

k4 = £(x0 + h/3, yO + h * k1/12 + h*k2/3 - h * k3/12)

k5 = £(x0 + 5*h/6, yO + h * 25%k1/48 — 55 * h * k2/24 + 35 * h * k3/48 + 15*h*k4/8)
k6 = £(x0 + h/6, y0 + 3*h * k1/20 - h * 11*k2/20 - h * k3/8 + h * k4/2 + h*k5/10)
k6 = £(x0 + h, y0 - 261*h*k1/200 + h * 33*k2/13 + h * 43*k3 /156 - h * 118*k4/39 +

32*h*k5/195 + 80*h*k6/39)
y0 = yO + h* (13*k1/200 + 11*k3/40 + 11*k4/40 + 4*k5/25 + 4*k6/25 + 13*k5/200)
x0 = x0 + h
x values.append (x0)
y_values.append (y0)
return x values, y values

Kemudian dibangun juga koding python untuk Metode RK4 sebagai berikut

# Fungsi metode Runge-Kutta orde ke-4
def rkd(f, x0, vO, h, n):
x values = [x0]
y values = [y0]
for i in range(n) :
kl = £(x0, yO0)
k2 = £(x0 + h/2, y0 + h/2 * k1)
k3 = £(x0 + h/2, yO + h/2 * k2)
k4 = £(x0 + h, yO + h * k3)
y0 = yO + (h/6) * (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)
x0 = x0 + h
x values.append (x0)
y values.append (y0)
return x values, y values

Untuk mendukung jumlah iterasi maka dituliskan koding baris 1- 2, Untuk membandingkan
penyelesaian dari metode RK6 dan RK4, penyelesaian eksak ditulis dengan koding baris 3 — 5,
Sedangkan untuk menghitung metode RK6 dan RK4 menggunakan koding baris 6 — 8, sedangkan
untuk hasil simulasi dimasukkan ke dalam dataframe untuk tampilan tabel yang nantinya akan
ditunjukkan sebagai hasil menggunakan koding baris 9 - 16 yang terlihat pada koding di bawah ini

# Menghitung jumlah iterasi
n = int ((x end - x0) / h)
# Menghitung solusi eksak (hanya sebagai referensi; bisa diubah sesuai kebutuhan)
x exact = np.linspace(x0, x end, n+l)
y exact = exact solution(x exact)
# Menghitung solusi numerik dengan kedua metode
x values rk6, y values rk6 = rk6(dydx, x0, y0, h, n)
x values rk4, y values rk4 = rkd(dydx, x0, y0, h, n)
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# Membuat DataFrame untuk perbandingan
comparison df = pd.DataFrame ({

'x': x exact,

'y exact': y exact,

'y rk6': y values rk6,

'y rkd': y values rk4

b

Novelty dari artikel ini adalah perbandingan hasil Metode RK6, Metode Rk4 dan penyelesaian eksak
menggunakan koding berikut dan Hasil perbandingan yang ditampilkan dalam tabel yang ditunjukkan

pada gambar 1.

# Menghitung error absolut dan relatif untuk kedua metode

comparison df['absolute error rk6'] = np.abs (comparison df['y exact'] -
comparison df['y rk6'])

comparison df['relative error rk6'] = np.abs(comparison df['absolute error rk6'] /
comparison df['y exact'])

comparison df['absolute error rk4'] = np.abs (comparison df['y exact'] -
comparison df['y rk4'])

comparison df['relative error rk4'] = np.abs(comparison df['absolute error rk4'] /

comparison df['y exact'])

# Menampilkan tabel hasil perbandingan
print ("\nHasil Perbandingan Metode RK6 dan RK4:")
print (comparison df)

Hasil Perbandingan Metode RK6 dan RK4:

X y_exact y_rkeé y_rka absolute error_rké \
<] 9.000 1.000000 1. 6660000 1.800000 0.000000e+00
1 2.001 1.0016001 1.e81eal 1.e01681 2.341207e-07
2 2.002 1.0020804 1.e62004 1.002004 3.127527e-07
3 9.003 1.003009 1.0083009 1.203008 2.376711e-07
4 9.084 1.0084016 1.884016 1.884015 1.065610e-08
1996 1.996 11.723118 15.234288 15.175774 3.511171e+00
1997 1.997 11.736844 15.266765 15.288103 3.529921e4+00
1998 1.998 11.750586 15.299287 15.248479 3.548702e+00
1999 1.999 11.764341 15.331853 15.272899 3.567511e4+00
2000 2.000 11.778112 15.364461 15.385364 3.586349e+00

relative error_rké absolute error rk4 relative error rk4

5] 0.0000000+00 0.000000e+00 0.0000000+00
1 2.338866e-07 7.897038e-08 7.889141e-08
2 3.121272e-07 3.147633e-07 3.140739e-07
= 2.369581e-07 7.854278e-07 7.833115e-07
4 1.061347e-08 1.249368e-06 1.244370e-06
1996 2.995083e-01 3.452656e+00 2.945169e-01
1997 3.007555e-01 3.471259e400 2.957574e-01
1998 3.020021e-01 3.489893e4+00 2.969974e-01
1999 3.032478e-01 3.5@8557e+00 2.982366e-01
2000 3.044927e-01 3.527251e400 2.994751e-01

Gambar 1. Tampilan hasil perbandingan RK6 dan RK4.
Setelah itu, akan ditampilkan hasil perbandingan menggunakan grafik dengan membuat koding
berikut dan hasil akan menampilkan grafik seperti pada gambar 2.

# Menampilkan tabel hasil perbandingan
print ("\nHasil Perbandingan Metode RK6 dan RK4:")
print (comparison df)
# Plot perbandingan solusi eksak dengan kedua metode
plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot (comparison df['x'], comparison df['y exact'], 'r-', label='Solusi Eksak')
plt.plot (comparison df['x'], comparison df['y rk6'], 'bo--', label='RK6')
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plt.plot (comparison df['x'], comparison df['y rk4'], 'g*--', label='RK4')

plt.xlabel ('x")

plt.ylabel ('y")

plt.title('Perbandingan Solusi Eksak dengan Metode RK6 dan RK4')

plt.legend()

plt.show ()

# Plot error absolut

plt.figure (figsize=(10, 6))

plt.plot (comparison df['x'], comparison df['absolute error rké6'], 'b-o', label='Error
Absolut RK6')

plt.plot (comparison df['x'], comparison df['absoclute error rk4'], 'g-"', label='Error
Absolut RK4')

plt.xlabel ('x")

plt.ylabel ('Error Absolut')

plt.title('Error Absolut antara Solusi Eksak dengan Metode RK6 dan RK4')

plt.legend()

plt.show ()

# Plot error relatif

plt.figure (figsize=(10, 6))

plt.plot (comparison df['x'], comparison df['relative error rk6'], 'm-o', label='Error
Relatif RK6')

plt.plot (comparison df['x'], comparison df['relative error rk4'], 'c-"', label='Error
Relatif RK4')

plt.xlabel ('x")

plt.ylabel ('Error Relatif')

plt.title('Error Relatif antara Solusi Eksak dengan Metode RK6 dan RK4')

plt.legend()

plt.show ()

Perbandingan Solusi Eksak dengan Metode RK6 dan RK4

ssolut antara Solusi Eksak dengan Metode RK6 dan RK4. Error Relalif antara Solusi Eksak dengan Metode RKG dan RK4

oal rrar o0
3] e Error Absolut RK4 Error Relstif Ak

—
g
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Gambar 2. (a) Grafik eksak untuk 0 < x < 2, (b) Error Absolut (c) Error Relatif

Hasil simulasi memperlihatkan hasil perbandingan dari hasil penyelesaian menggunakan

metode RK6, metode RK4 dan penyelesaian untuk kasus Y= (x,y) = x - sin(y) + el™3. y2,
dx y

Terlepas dati metode yang akurat. Pada artikel ini hanya membahas pembangunan script python utnuk
menampilkan perbandingan dari dua metode dan penyelesaian eksak. Dengan koding ini, persamaan
diferensial order biasa bisa dicari solusinya.

KESIMPULAN

Artikel ini menunjukkan pembangunan script python untuk membandingkan dua metode
numerik, yaitu Rk6 dan metode RK4 serta penyelesaian eksak sebagai banchmark untuk
menyelesaikan persamaan diferensial biasa (ODE). Dengan hanya script python ini, berbagai
penyelesaian dari persamaan diferensial lebih kompleks dapat diselesaikan dengan menampilakan
error absolut, relatif error dan solusinya sendiri dengan lebih cepat tanpa mengurangi tingkat akurasi.
Script ini bisa menjadikan pilihan koding untuk menyelesaikan persamaan diferensial yang kompleks.

Ulwan, M. A. N, dkk. (2024). Pembangunan Script Python untuk menunjukkan......
836 ©_lurusan Matenmatika - Lhiversitas Neceri Medan



Prosiding Seminar Nasional Jurusan Matematika

Transformasi, Rekonstruksi, dan Integrasi Keilmuan dalam Pembelajaran Matematika Menuju Era Inovasi dan Kolaborasi
Medan, 20 November 2024

UCAPAN TERIMA KASIH

Kami sangat berterima kasih kepada anggota tim yang turut berkontribusi dalam penyelesaian
artikel ini. Dan tak lupa kami ucapkan terima kasih kepada reviewer yang telah memberikan masukan
sehingga artikel ini layak dipublikasikan.

DAFTAR PUSTAKA

Al-Shimmary, A.F.A., (2017) Solving Initial VValue Problem using Runge-Kutta 6 the Order Method,
ARPN Journal of Engineering and Applied Sciences, VOL. 12, NO. 13, 3953-3961

Beazley, D. M., & Jones, S. A. (2020). Python Cookbook (3rd ed.). O'Reilly Media

Harris, C. R., Millman, K. J., van der Walt, S. J., et al. (2020). Array programming with NumPy.
Nature, 585(7825), 357-362.

Khajehpour, M., Nasiri, F., & Ansari, F. (2021). Application of sixth-order Runge-Kutta method for
simulating fluid dynamics. Journal of Computational Physics, 442, 110-118.

Luan, V. T., & Ostermann, A. (2020). Efficient exponential time integration schemes for
meteorological models. Journal of Computational Physics, 417, 109-125

Lutz, M. (2020). Learning Python (5th ed.). O'Reilly Media.

Murray J.D, (2002), Mathematical Biology: | An Introduction, Third Edition. Springer: New York,
USA

Ningsi, G. P., & Mungkasi, S. (2019). Penerapan Metode Runge-Kutta dan Iterasi Variasional dalam
Simulasi Transmisi Tuberkulosis. Limits: Journal of Mathematics and Its Applications, 16(2),
15-22.

Press, W. H., Teukolsky, S. A., Vetterling, W. T., & Flannery, B. P. (2007). Numerical Recipes: The
Art of Scientific Computing (3rd ed.). Cambridge University Press.

Reyes, A., & Johnson, D. (2021). Advanced numerical methods for ODE systems: An analysis of
higher-order Runge-Kutta methods. Computational Mathematics Journal, 18(3), 45-58.

Wright, W. M., Luan, V. T., & Pudykiewicz, J. A. (2022). Multi-step methods for differential
equations: A comparative study. Journal of Computational Mathematics, 40(4), 598-614.

Zhang, Y., Liu, H., & Chen, Y. (2021). An efficient implementation of higher-order Runge-Kutta
methods. Applied Numerical Mathematics, 173, 184-195

Ulwan, M. A. N, dkk. (2024). Pembangunan Script Python untuk menunjukkan......
© Jurusan Matematika - Uhiversitas Neceri Medan 837



