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KATA PENGANTAR

Puji syukur kami panjatkan kepada Tuhan Yang Maha Esa atas segala karuniaNya,
sehingga Buku Abstrak Prosiding Seminar Nasional Matematika yang diselenggarakan
Jurusan Matematika, FMIPA Universitas Negeri Medan. Kegiatan ini mengusung tema
Transformasi, Rekonstruksi, dan integrasi keilmuan dalam pembelajaran matematika
menuju era inovasi dan kolaborasi dengan keynote speaker Prof. Dr. Syawal Gultom, M.Pd.
dan Prof. Dr. Ferra Yanuar, M.Sc. serta Dr. Ani Sutiani, M.Si. sebagai Opening Speech.
Tujuan kegiatan ini selain menciptakan lingkungan akademik di lingkungan jurusan
matematika FMIPA Universitas Negeri Medan, juga menjadi wadah untuk menyebaran
pengembangan ilmu pada bidang matematika dan rumpun ilmu yang berkaitan. Kegiatan
yang dilaksanakan pada tanggal 20 November ini diikuti oleh 228 peserta seminar dan 131
pemakalah (presenter) yang berasal dari beberapa institusi di tingkat Nasional. Artikel yang
diterima terdiri dari dikelompokkan pada 4 bidang; (1) ilmu Komputer; (2) Pendidikan
matematika; (3) statistik; dan (4) Matematika. Dari 131 Full Paper yang masuk, selain
diterbitkan dalam bentuk prosiding, juga akan diterbitkan pada mitra publikasi jurnal kami;
(1) Jurnal Fibonaci: Jurnal Pendidikan Matematika; (2) Journal of Mathematics,
Compupations, and Statistics; (3) jurnal Zero: Jurnal Sains, Matematika dan Terapan dan (4)
Journal of Didactic Mathematics

Kelancaran kegiatan persiapan kegiatan seminar ini telah didukung oleh jajaran
pimpinan Universitas Medan, oleh karena itu Kami mengucapkan terima kasih kepada (1)
Ketua Senat Universitas Negeri Medan; (2) Rekor Universitas Negeri Medan; (3) Dekan
FMIPA Universitas; dan (4) ketua Jurusan Pendidikan. Kami juga mengucapkan seluruh
pihak-pihak terkait yang tidak dapat kami sebutkan satu terutama Panitia Pelaksana dan
partisipan dalam pelaksanaan seminar Nasional ini. Semoga prosiding Seminar Nasional
Matematika ini, dapat memberikan wawasan dan melengkapi kemajuan teknologi pada

bidang yang berkaitan dengan Matematika.

Medan, 7 Februari 2025
a.n Panitia Pelaksana

¢

Dr. Yulita Molliq Rangkuti, S.Si, M.Sc
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Pembangunan Algoritma Runge-Kutta Fehlberg dengan
Python untuk menyelesaikan Sistem Osilasi Harmonik
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Abstrak, Artikel ini membahas penggunaan metode Runge-Kutta Fehlberg dalam
menyelesaikan persamaan diferensial yang menggambarkan dinamika osilasi harmonik
sederhana. Metode ini digunakan untuk mengintegrasikan persamaan diferensial orde dua
yang diubah menjadi sistem persamaan diferensial orde satu. Dengan kontrol kesalahan
adaptif, metode Runge-Kutta Fehlberg mampu menghasilkan solusi yang akurat dengan
efisiensi komputasi yang tinggi. Implementasi metode ini dilakukan menggunakan Python,
yang menyediakan fasilitas untuk penyelesaian numerik dan visualisasi hasil. Hasil
perhitungan menunjukkan bahwa perpindahan x(t) dan kecepatan v(t) berosilasi secara
periodik, sesuai dengan perilaku osilasi harmonik yang diharapkan. Selain itu, grafik tiga
dimensi memberikan representasi visual yang lebih jelas dari hubungan antara waktu,
perpindahan, dan kecepatan. Hasil Artikel ini menegaskan bahwa metode Runge-Kutta
Fehlberg merupakan pilihan yang efisien dan akurat untuk memecahkan masalah dinamika
osilasi harmonik.

Kata kunci: Kontrol Kesalahan Adaptif; Osilasi Harmonik; Persamaan Diferensial;
Python; Runge-Kutta Fehlberg, Solusi Numerik.

Abstract, This study explores the application of the Runge-Kutta Fehlberg method in
solving differential equations that describe the dynamics of simple harmonic oscillations.
The method is applied to integrate a second-order differential equation, which is
transformed into a system of first-order differential equations. With adaptive error control,
the Runge-Kutta Fehlberg method provides accurate solutions while maintaining
computational efficiency. The implementation was carried out using Python, which
facilitates both numerical solutions and result visualization. The numerical results show
that the displacement x(t)x(t)x(t) and velocity v(t)v(t)v(t) oscillate periodically, in
accordance with the expected harmonic behavior. Furthermore, the 3D graph offers a clear
visual representation of the relationship between time, displacement, and velocity. This
study demonstrates that the Runge-Kutta Fehlberg method is an efficient and accurate
approach for solving harmonic oscillation dynamics problems.

Keywords: Adaptive Error Control; Differential Equations; Harmonic Oscillations;
Numerical Solutions; Python; Runge-Kutta Fehlberg.

Citation : Fahrezi, B. A., dkk. (2024). Pembangunan Algoritma Runge-Kutta Fehlberg dengan Python untuk
menyelesaikan Sistem Osilasi Harmonik. Prodising Seminar Nasional Jurusan Matematika 2024. 232 — 239

PENDAHULUAN

Fenomena dinamika osilasi harmonik sederhana sering dijumpai dalam berbagai bidang seperti
fisika, teknik, dan astronomi. Persamaan diferensial yang menggambarkan gerak osilasi ini biasanya
merupakan persamaan diferensial orde dua. Persamaan ini sering diaplikasikan pada fenomena fisik
seperti getaran mekanis dan gerakan pendulu (Ramadhan, 2021). Dalam konteks teknologi saat ini,
analisis getaran menjadi sangat penting untuk memastikan keamanan struktural pada bangunan dan
jembatan yang terkena beban berosilasi (Resmawan et al., 2023). Penggunaan metode numerik
diperlukan untuk menyelesaikan persamaan ini karena metode analitik sering kali tidak efisien dan
kurang fleksibel dalam menangani sistem kompleks (Rusmini et al., 2022). Salah satu metode yang
sangat populer adalah metode Runge-Kutta Fehlberg, yang memungkinkan kontrol kesalahan adaptif
dalam proses integrasi numerik. Persamaan diferensial untuk osilasi harmonik sederhana biasanya
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dinyatakan dalam bentuk persamaan 1. Dimana x(t) adalah perpindahan dari posisi keseimbangan,
dan w adalah frekuensi sudut. Persamaan ini dapat diubah menjadi sistem persamaan diferensial orde
satu:

d2
_dtf + w?x =0, (1)
dx
x_ o
dt
d
d_lt} = —w%x 3)

Dimana v = % , kita sekarang memiliki sistem dua persamaan diferensial orde satu yang dapat

diselesaikan menggunakan metode Runge-Kutta Fehlberg. Untuk menerapkan RKF, kita perlu
memecah masalah ini menjadi dua bagian, dx/dt dan dv/dt, kemudian menggunakan algoritma
RKF untuk menghitung posisi x(t) dan kecepatan wv(t) dalam interval waktu yang
diinginkan(Rahmatullah et al., 2020; Selvira et al., 2020)

Berbagai metode telah digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial dalam kasus
osilasi harmonik. Salah satunya adalah metode Euler, yang sederhana namun kurang akurat dalam
sistem dengan perubahan cepat. Metode lainnya adalah Adams-Bashforth, yang lebih stabil tetapi
kurang efisien dalam sistem non-linier (Ardiansyah, 2022). Artikel yang dilakukan oleh Santoso
(2020) menunjukkan bahwa metode Runge-Kutta Fehlberg, khususnya orde 4 dan 5, lebih unggul
karena kemampuannya menyesuaikan panjang langkah berdasarkan estimasi kesalahan lokal, yang
menghasilkan akurasi lebih baik (Santoso, 2020). Artikel oleh Hakim dan Putra (2020)
membandingkan metode Euler dan Runge-Kutta, dan menemukan bahwa Runge-Kutta memberikan
hasil lebih presisi dalam sistem osilasi harmonik dengan kontrol kesalahan yang lebih baik (Hakim
& Putra, 2020). Hasil dari penyelesaian dengan metode Runge-Kutta Fehlberg memberikan solusi
yang lebih akurat dan efisien dalam analisis sistem mekanis yang kompleks.

Metode Runge-Kutta Fehlberg adalah salah satu metode numerik terbaik yang digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial, khususnya dalam kasus osilasi harmonik sederhana. Metode
ini memberikan hasil yang sangat akurat karena menggunakan dua pendekatan berbeda, yaitu orde
ke-4 dan ke-5, untuk memperkirakan kesalahan lokal di setiap langkah perhitungan. Dengan estimasi
kesalahan ini, panjang langkah dapat disesuaikan, sehingga memberikan efisiensi komputasi yang
lebih baik dibandingkan metode numerik lainnya (Syafitri & Hakim, 2021). Penggunaan metode ini
sangat umum dalam penyelesaian persamaan diferensial non-linier yang kompleks, di mana kontrol
kesalahan sangat penting untuk mendapatkan solusi yang tepat. Metode ini sering diimplementasikan
menggunakan software seperti Python, yang menyediakan pustaka numerik seperti NumPy dan
SciPy. Pustaka ini memungkinkan perhitungan yang efisien serta visualisasi hasil perhitungan dalam
bentuk grafik (Dewi & Rahman, 2021). Dengan Python, metode Runge-Kutta Fehlberg dapat
diimplementasikan dengan lebih fleksibel dan hasilnya dapat dianalisis secara visual, memberikan
pemahaman yang lebih mendalam tentang perilaku sistem osilasi.

Untuk mendukung penyelesaian numerik persamaan diferensial ini, beberapa software
digunakan, seperti MATLAB, Mathematica, dan Python. Python, dengan pustaka NumPy dan SciPy,
menjadi salah satu pilihan utama karena sifatnya yang open-source dan kemampuannya dalam
melakukan komputasi numerik yang kompleks (Maulana, 2023). Python juga mendukung visualisasi
hasil perhitungan, yang memudahkan analisis lebih lanjut dari hasil numerik yang diperoleh.
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Implementasi metode Runge-Kutta Fehlberg dalam Python sangat membantu dalam menyelesaikan
masalah dinamika sistem mekanis.

Python adalah bahasa pemrograman open-source yang pertama kali dikembangkan oleh
Guido van Rossum pada tahun 1991. Python dirancang untuk kemudahan dalam penulisan dan
pembacaan kode, serta fleksibilitas yang tinggi. Bahasa ini mendukung berbagai paradigma
pemrograman, termasuk pemrograman berorientasi objek, prosedural, dan fungsional (Jauhari &
Saputra, 2022). Python menjadi populer dalam komunitas ilmiah karena pustaka-pustaka seperti
NumPy, SciPy, dan Matplotlib, yang sangat mendukung komputasi numerik, analisis data, dan
visualisasi hasil penelitian (Rahmat, 2024). Pada periode 2020-2022, Python terus berkembang
sebagai pilihan utama dalam penelitian ilmiah dan teknik, berkat dukungan komunitas yang luas dan
banyaknya modul eksternal yang memperluas fungsionalitasnya.

Python telah digunakan dalam berbagai kasus penelitian ilmiah dan teknik untuk
menyelesaikan masalah yang melibatkan persamaan diferensial dan komputasi numerik. Salah satu
kasus yang berhasil diselesaikan adalah simulasi osilasi harmonik pada sistem mekanis, seperti
getaran pada pegas dan bandul (Fajar, 2024). Artikel ini menggunakan metode Runge-Kutta untuk
memecahkan persamaan diferensial yang menggambarkan gerak sistem tersebut dan menghasilkan
visualisasi yang akurat dari perilaku osilasi. Python, dengan pustaka seperti NumPy dan SciPy,
memfasilitasi perhitungan numerik yang efisien dan cepat. Selain itu, Python juga banyak digunakan
dalam analisis getaran struktur bangunan. Saputra (2023) menerapkan Python untuk memodelkan
dinamika getaran pada jembatan yang terkena beban dinamis, di mana perhitungan numerik
menggunakan metode Runge-Kutta Fehlberg berhasil memberikan prediksi yang tepat terhadap pola
getaran dan stabilitas struktur (Saputra, 2023). Kemampuan Python untuk menangani komputasi
numerik dan visualisasi menjadikannya alat yang sangat kuat untuk berbagai aplikasi teknik dan
ilmiah.

Artikel ini bertujuan untuk membahas penerapan metode Runge-Kutta Fehlberg dalam
menyelesaikan persamaan diferensial yang menggambarkan osilasi harmonik sederhana
menggunakan Python. Dalam pembahasan ini, akan dijelaskan secara detail implementasi metode
tersebut, termasuk penjelasan algoritma dan kode program yang digunakan. Visualisasi hasil
perhitungan akan disajikan dalam bentuk grafik dua dan tiga dimensi, yang memberikan gambaran
lebih jelas mengenai perilaku sistem osilasi seiring waktu. Dengan pendekatan ini, artikel ini
diharapkan dapat memberikan pemahaman yang lebih mendalam tentang aplikasi metode numerik
dalam analisis dinamika sistem fisik dan menawarkan wawasan praktis bagi peneliti.

METODE RUNGE-KUTTA FEHLBERG

Metode Runge-Kutta Fehlberg (RKF) merupakan salah satu metode numerik yang digunakan
untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa (ODE). Metode Runge-Kutta-Fehlberg (RKF)
dikembangkan oleh Ernst Fehlberg pada tahun 1960 (Fehlberg (1969)). Pada setiap langkah, RKF
menghitung dua solusi: satu solusi dengan orde ke-4 (Runge-Kutta 4) dan satu lagi dengan orde ke-5
(Runge-Kutta 5). Selisih kedua hasil tersebut digunakan untuk memperkirakan error dan
menyesuaikan panjang langkah (step size). Pengaturan otomatis terhadap step size ini membuat RKF
lebih efisien dibandingkan metode Runge-Kutta standar, terutama untuk masalah ODE yang rumit
(Nalurita Serlaloy et al., n.d.; Nisa et al., 2024). RKF biasanya digunakan untuk menyelesaikan sistem
ODE di mana diperlukan kontrol terhadap kesalahan numerik. Hitung Koefisien: Hitung beberapa
nilai k berdasarkan persamaan 4.
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v, adalah nilai solusi pada langkah ke-n, h adalah ukuran langkah dan f(t,y) adakah fungsi yang
mewakili persamaan diferensial. Metode ini sangat berguna karena memberikan fleksibilitas dalam

ukuran langkah, yang dapat disesuaikan berdasarkan kebutuhan akurasi dalam solusi
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HASIL DAN PEMBAHASAN

Script Python sudah dibangun pada media ujicoba untuk mendapatkan Solusi Osilasi
Harmonik. Script dimulai dengan menefinisikan beberapa library pendukung dan library yang
digunakan adalah import numpy as np untuk mendukung simbol atau fungksi-fungsi khusus
sedangkan untuk membangun grafik, didefinisikan library import matplotlib.pyplot as plt. Untuk

mengawali pendefinisan fungsikode python menggunakan kode berikut.
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Fungsi untuk menghitung turunan

def f(t, y, omega):

X, V=Y
dxdt = v
dvdt = -omega**2 * x

return np.array ([dxdt, dvdt])

Kode berikut kode baru yang dibangun untuk metode RK45F dengan memasukkan syarat
error utnuk menlihat keakuratan metode RK45F dan dilanjutkan, parameter, syarat awal, interval
waktu dan toleransi dituliskan sebagai berikut.

# Implementasi metode Runge-Kutta Fehlberg
def runge kutta fehlberg(f, y0, tO, tf, hO, omega, tol):

t = t0

y = np.array (y0)
h = ho

t values = [t]
y values = [y]

# Koefisien Runge-Kutta-Fehlberg
while t < tf:
if t + h > tf:
h=tf -t
# K-variabel untuk RKF

k1 =h * £(t, y, omega)

k2 =h=*f(t +1/4 *h, vy + 1/4 * k1, omega)

k3 =h * f(t + 3/8 *h, y + 3/32 * kl + 9/32 * k2, omega)

k4 =h * f£(t + 12/13 * h, y + 1932/2197 * k1 - 7200/2197 * k2 + 7296/2197 * k3, omega)
k5 =h * f(t + h, y + 439/216 * k1 - 8 * k2 + 3680/513 * k3 - 845/4104 * k4, omega)
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k6 =h * f(t + 1/2 * h, y - 8/27 * k1 + 2 * k2 - 3544/2565 * k3 + 1859/4104 * k4 - 11/40 * k5,
omega)

# Perkiraan solusi orde ke-4 dan ke-5
v4d =y + 25/216 * k1 + 1408/2565 * k3 + 2197/4104 * k4 - 1/5 * k5
y5 =y + 16/135 * k1 + 6656/12825 * k3 + 28561/56430 * k4 - 9/50 * k5 + 2/55 * k6
# Estimasi error
err = np.linalg.norm(y5 - y4, ord=np.inf)
# Kontrol langkah berdasarkan toleransi
if err < tol:
t +=nh
y = ¥5
t values.append (t)
y_values.append (y)
# Penyesuaian langkah
h=h * min(max (0.1, 0.84 * (tol / err)**0.25), 4.0)
return np.array(t values), np.array(y values)
# Parameter sistem
omega = 1.0 # Frekuensi sudut
yO = [1.0, 0.0] # Kondisi awal: x(0) =1, v(0) =0
t0, tf = 0, 10 # Waktu awal dan akhir
hO = 0.1 # Langkah awal
tol = le-6 # Toleransi error
# Penyelesaian dengan metode Runge-Kutta Fehlberg
t values, y values = runge kutta fehlberg(f, y0, t0, tf, hO, omega, tol)

Visualisasi hasil simulasi dengan metode RK45F dapat dituliskan sebagai di bawah ini. Kode
ini menyelesaikan sistem persamaan diferensial osilasi harmonik menggunakan metode Runge-Kutta
Fehlberg dan menampilkan hasil dalam bentuk tabel. Untuk hasil output nya hanya menampilkan
lima baris pertama hasil perhitungan untuk perwakilan hasil seperti tabel 1. Tabel 1 menampilkan
nilai x(t) dan v(t) pada beberapa titik waktu t dan visualisasi hasil simulasi pada grafik tiga dimensi
ditunjukkan dalam gambar 1. Data ini diperoleh dari metode RK45F yang menghitung posisi dan
kecepatan osilasi harmonik. Untuk visualisasi solusi dalam ruang tiga dimensi, kita dapat
menggambarkan x(t), v(t), dan t pada satu grafik. Berikut kode yang digunakan:

# Visualisasi hasil
plt.plot(t values, y values[:, 0], label='x(t)")
plt.plot (t values, y values[:, 1], label='v(t)')
plt.legend()
plt.xlabel ('t')
plt.ylabel ('x(t) dan v(t)"'")
plt.title('Osilasi Harmonik dengan Runge-Kutta Fehlberg')
plt.grid(True)
plt.show ()
from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D

# Grafik 3D
fig = plt.figure()
ax = fig.add subplot (111, projection='3d")

# Data
x =y values[:, 0]
v =y values[:, 1]
t = t values

# Plot dalam ruang 3 dimensi
ax.plot(t, x, v)
ax.set xlabel ('t'")
ax.set ylabel ('x(t)")
ax.set zlabel ('v(t)")
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ax.set title('Solusi 3D dari Osilasi Harmonik (t, x(t), v(t))"')

plt.show ()
Tabel 1. Hasil perhitungan RKF
t x(t) v(t)
0.000000 1.000000 0.000000
0.100000 0.995004 -0.099833
0.298384 0.955813 -0.293976
0.508598 0.873428 -0.486953
0.717020 0.753768 -0.657141

t 8 =
10 1.0

Gambar 1. Grafik Solusi 3D dari RK45F

Hasil perhitungan menggunakan metode Runge-Kutta Fehlberg menunjukkan bagaimana
perpindahan x(t) dan kecepatan v(t) berubah seiring waktu. Tabel hasil menunjukkan bahwa solusi
berosilasi secara periodik, sesuai dengan perilaku osilasi harmonik. Grafik tiga dimensi
menambahkan perspektif visual untuk memahami hubungan antara ketiga variabel tersebut dalam
dinamika osilasi. Penggunaan metode Runge-Kutta Fehlberg memberikan solusi yang akurat dengan
kontrol kesalahan adaptif. Metode ini juga efisien karena menyesuaikan langkah integrasi
berdasarkan tingkat kesalahan yang dihitung pada setiap iterasi.

KESIMPULAN

Kesimpulan dari Artikel ini menunjukkan bahwa metode Runge-Kutta Fehlberg merupakan
pendekatan yang sangat efektif dan efisien untuk menyelesaikan persamaan diferensial osilasi
harmonik sederhana. Dengan menggunakan kontrol kesalahan adaptif, metode ini mampu menjaga
akurasi hasil sekaligus menyesuaikan langkah integrasi, sehingga mempercepat perhitungan.
Implementasi metode ini dalam Python melalui kode numerik yang melibatkan perhitungan orde ke-
4 dan ke-5 memungkinkan penghitungan yang efisien dan akurat. Tabel hasil perhitungan
menampilkan perubahan posisi dan kecepatan terhadap waktu, sedangkan grafik tiga dimensi
memberikan visualisasi dinamis dari hubungan antara waktu, posisi, dan kecepatan. Python terbukti
menjadi alat yang sangat efisien dalam memodelkan sistem fisika, memberikan hasil yang
komprehensif baik dalam bentuk numerik maupun visual. Secara keseluruhan, Artikel ini berhasil
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memvalidasi metode Runge-Kutta Fehlberg sebagai pendekatan yang andal untuk menyelesaikan
masalah osilasi harmonik, sekaligus menunjukkan bagaimana penggunaan Python dapat
memfasilitasi perhitungan numerik dan visualisasi dalam analisis dinamika sistem fisik.
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