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KATA PENGANTAR

Puji syukur kami panjatkan kepada Tuhan Yang Maha Esa atas segala karuniaNya,
sehingga Buku Abstrak Prosiding Seminar Nasional Matematika yang diselenggarakan
Jurusan Matematika, FMIPA Universitas Negeri Medan. Kegiatan ini mengusung tema
Transformasi, Rekonstruksi, dan integrasi keilmuan dalam pembelajaran matematika
menuju era inovasi dan kolaborasi dengan keynote speaker Prof. Dr. Syawal Gultom, M.Pd.
dan Prof. Dr. Ferra Yanuar, M.Sc. serta Dr. Ani Sutiani, M.Si. sebagai Opening Speech.
Tujuan kegiatan ini selain menciptakan lingkungan akademik di lingkungan jurusan
matematika FMIPA Universitas Negeri Medan, juga menjadi wadah untuk menyebaran
pengembangan ilmu pada bidang matematika dan rumpun ilmu yang berkaitan. Kegiatan
yang dilaksanakan pada tanggal 20 November ini diikuti oleh 228 peserta seminar dan 131
pemakalah (presenter) yang berasal dari beberapa institusi di tingkat Nasional. Artikel yang
diterima terdiri dari dikelompokkan pada 4 bidang; (1) ilmu Komputer; (2) Pendidikan
matematika; (3) statistik; dan (4) Matematika. Dari 131 Full Paper yang masuk, selain
diterbitkan dalam bentuk prosiding, juga akan diterbitkan pada mitra publikasi jurnal kami;
(1) Jurnal Fibonaci: Jurnal Pendidikan Matematika; (2) Journal of Mathematics,
Compupations, and Statistics; (3) jurnal Zero: Jurnal Sains, Matematika dan Terapan dan (4)
Journal of Didactic Mathematics

Kelancaran kegiatan persiapan kegiatan seminar ini telah didukung oleh jajaran
pimpinan Universitas Medan, oleh karena itu Kami mengucapkan terima kasih kepada (1)
Ketua Senat Universitas Negeri Medan; (2) Rekor Universitas Negeri Medan; (3) Dekan
FMIPA Universitas; dan (4) ketua Jurusan Pendidikan. Kami juga mengucapkan seluruh
pihak-pihak terkait yang tidak dapat kami sebutkan satu terutama Panitia Pelaksana dan
partisipan dalam pelaksanaan seminar Nasional ini. Semoga prosiding Seminar Nasional
Matematika ini, dapat memberikan wawasan dan melengkapi kemajuan teknologi pada

bidang yang berkaitan dengan Matematika.

Medan, 7 Februari 2025
a.n Panitia Pelaksana

¢

Dr. Yulita Molliq Rangkuti, S.Si, M.Sc
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Abstrak, Artikel ini membahas pengembangan algoritma melalui Python untuk
menunnjukkan solusi masalah nilai awal menggunakan Metode Extended Runge-Kutta.
Sintaks Python menggunakan metode inputan fungsi. Metode yang dibangun termasuk
metode Extended Runge Kutta pada syntax tersebut. Output yang ditampilkan dari syntax
Python terdiri dari table yang berisi solusi dan error serta visualisasi dengan menampilkan
grafik solusi. Dari hasil tersebut, syntax python ini dapat menjadi alternatif sytax dapat
menunjukkan solusi dari berbagai fungsi dari masalah nilai awal yang lebih kompleks.
Kata kunci: Metode Extended Runge-Kutta, Masalah Nilai Awal, Pemrograman Python

Abstract, This article discusses the development of an algorithm in Python to solve the initial
value problem using the Extended Runge-Kutta Method. The Python syntax employs the
function input method. The implemented method includes the Extended Runge-Kutta
technique within the code. The output generated by the Python code consists of a table
displaying solutions and errors, as well as a visualization in the form of a solution graph.
From these results, this Python implementation can serve as an alternative approach to
solving various functions of more complex initial value problems.

Keywords: Extended Runge-Kutta Method, Initial Value Problem, Python programming.

Citation : Khan, A. J. M., dkk. (2024). Pembangunan Script Python untuk Menunjukkan Solusi dari Persamaan Diferensial
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PENDAHULUAN

Persamaan diferensial memiliki peran penting dalam memodelkan berbagai fenomena dalam
kehidupan nyata, baik di bidang teknik, sains, maupun ekonomi. Salah satu kasus yang sering dibahas
dalam penyelesaian persamaan diferensial adalah Duffing Oscillator, yang digunakan untuk
menganalisis osilasi non-linear dalam sistem fisik. Sistem ini menggambarkan banyak fenomena,
termasuk dinamika gerak benda dan sinyal lemah, serta aplikasi dalam resonansi non-linear (Rozigin,
2023). Selain itu, persamaan diferensial digunakan dalam pemodelan epidemi, seperti dalam
memprediksi penyebaran COVID-19. Model matematika memberikan gambaran tentang tingkat
infeksi dan digunakan untuk merancang intervensi kebijakan yang efektif. Di Indonesia, model ini
diterapkan dalam berbagai studi untuk mengukur dampak dari kebijakan seperti lockdown dan
vaksinasi (Nuha & Achmad, 2021).

Penyelesaian persamaan diferensial bisa dilakukan secara analitik, namun banyak kasus di
mana penyelesaian analitik tidak memungkinkan karena kompleksitasnya. Salah satu metode
numerik yang paling umum digunakan adalah metode Runge Kutta. Metode ini menawarkan
pendekatan yang lebih efisien dan akurat dibandingkan metode numerik lainnya, seperti metode Euler
atau metode Taylor (Saputra, 2020). Namun, metode Extended Runge Kutta memberikan peningkatan
akurasi yang lebih baik karena penambahan orde derajat h pada proses perhitungannya (Prasetyo,
2016). Studi di Indonesia menunjukkan bahwa metode numerik seperti Runge Kutta sangat efektif
dalam menyelesaikan model prediksi (Ibnas & Irwan, 2023). Hasil penyelesaian menggunakan
metode Extended Runge Kutta terbukti memberikan tingkat error yang lebih rendah, terutama pada
kasus dengan persamaan non-linear (Karim, 2020). Berbagai software digunakan untuk memfasilitasi
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implementasi metode Runge Kutta dan Extended Runge Kutta, termasuk MATLAB, Python, dan
Mathematica. Di Indonesia, MATLAB sangat populer di kalangan akademisi dan industri untuk
simulasi persamaan diferensial. MATLAB memiliki fungsi bawaan, yang memungkinkan
perhitungan numerik yang cepat dan akurat (Samaray, 2023). Python, dengan library seperti SciPy
dan NumPy, juga banyak digunakan dalam penyelesaian persamaan diferensial (Fadillah, dkk., 2023).
Python menawarkan fleksibilitas tinggi dan kemudahan penggunaan, menjadikannya pilihan utama
di banyak institusi riset di Indonesia. Studi menunjukkan bahwa Python dan MATLAB menghasilkan
hasil yang sebanding dalam hal akurasi (Mahfuzh & Yuliantari, 2022), namun Python sering Kkali
lebih cepat dalam hal waktu komputasi (Kurniawan, 2022).

Metode Runge Kutta adalah salah satu metode numerik terbaik yang digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial, karena menghasilkan solusi yang akurat dengan memanfaatkan
software seperti MATLAB atau Python. Kelebihan metode ini adalah teknik yang lebih akurat karena
memiliki pemenggalan yang kecil dalam pengintegrasian error (Fatahullah, dkk., 2021). Python,
pertama kali dirilis oleh Guido van Rossum pada tahun 1991, telah berkembang menjadi bahasa
pemrograman yang sangat populer (Ritonga & Yahfizham, 2023). Saat ini, Python digunakan secara
luas untuk komputasi ilmiah, analisis data, serta pengembangan aplikasi machine learning
(Mulyahati, 2020). Keunggulan Python terletak pada kesederhanaan sintaksisnya dan dukungan
komunitas yang kuat, yang memfasilitasi pengembangan berbagai library untuk numerik dan
pemrosesan data, termasuk penyelesaian persamaan diferensial menggunakan metode Runge Kutta
(Batoa, 2024).

Software Python, dengan berbagai library seperti SciPy, NumPy, dan Matplotlib dan
pandas, telah digunakan untuk menyelesaikan berbagai kasus yang melibatkan persamaan
diferensial (Sahirman, 2022). Beberapa contoh aplikasi tersebut mencakup modeling epidemiologi,
di mana Python telah digunakan untuk memodelkan penyebaran penyakit menular, termasuk COVID-
19, dengan menggunakan berbagai pendekatan numerik untuk menganalisis dan meramalkan laju
infeksi serta efek intervensi kebijakan (Wardhana, dkk., 2023). Selain itu, Python juga digunakan
dalam simulasi dinamika fluida, seperti aliran cairan dalam pipa dan reaksi kimia dalam ruang
tertutup, yang menunjukkan hasil yang sangat akurat dan membantu dalam perancangan sistem
rekayasa (Adli, 2021). Dalam analisis pasar saham, Python digunakan untuk mengembangkan model
prediksi yang melibatkan analisis deret waktu, yang sering kali melibatkan persamaan diferensial
untuk mengukur perilaku harga dan volatilitas (Prasetya, dkk., 2020). Terakhir, dalam pengolahan
sinyal, Python digunakan untuk menganalisis sinyal non-linear yang dapat dimodelkan dengan
persamaan diferensial, seperti sinyal audio dan video.

Artikel ini bertujuan untuk mengeksplorasi pembangunan syntax Python berdasarkan metode
Extended Runge Kutta dalam menyelesaikan persamaan diferensial, dengan fokus pada aplikasi yang
relevan dalam kehidupan nyata. Rencana pembahasan dalam penelitian ini mencakup pemahaman
mendalam mengenai persamaan diferensial dan aplikasinya dalam berbagai bidang, penjelasan rinci
tentang prosedur syntax Python dari penjelasan inputan fungsi, penjelasan prosedur metode Extended
Runge Kutta, dalam bahasa Python, serta diskusi tentang hasil dan akurasi yang diperoleh dengan
menunjukkan tabel dan grafik.

METODE PENELITIAN
Metode yang digunakan dalam artikel ini adalah metode Extended Runge Kutta (ERK).
Metode ERK merupakan salah satu varian dari metode Runge-Kutta yang lebih kompleks. Tujuannya
adalah meningkatkan akurasi dalam menghitung nilai solusi numerik dari persamaan diferensial.
Persamaan dasar yang digunakan untuk menghitung nilai y,,, pada langkah selanjutnya dari iterasi
adalah sebagai berikut:,
1

1 25
Yn+1 = Yo+ hkqg + ¢ h?kqp + = h?ks, + - h?ky; 1)
disini, nilai y,,; dihitung dari nilai sebelumnya y,, ditambah dengan berbagai konstanta yang
dikalikan dengan h, yang merupakan langkah interval untuk setiap iterasi.
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dengan
kiy=f (xn,J’n) )
ka1 = f(n, Ymy + 3 hk1s 3)
ka1 = fQn + 52 hYna Rkay (@)
kar = f (X + Byn+h| = ki + = koy o= ko) (5)

Selain itu, terdapat turunan kedua k1, k52, k32, k4, yang mengikuti pola yang mirip dengan k4, k1,
k31 k44 tetapi menghitung f”, yaitu turunan dari fungsi f.

ki, = fl(xn,Yn) (6)
. 1
koo = f'(%n, Yn) + S hk1q (7)
ksz = f' (X + 52 B Yns ka1 ) (8)
y 7 2 1
kaz = f (xn +hy,+h [E ki + o2 ka1 o k31D )

Fungsi turunan f’ ini beroperasi dengan melakukan beberapa perhitungan antara titik-titik
yang saling terkait, menggunakan nilai turunan pertama dan kedua dari fungsi. Metode ini efektif
untuk meningkatkan akurasi dibandingkan dengan metode Runge-Kutta Kklasik, dengan
memanfaatkan nilai turunan yang lebih tinggi.

Berisi metode yang digunakan dalam pemecahan permasalahan termasuk metode analisis.
Peralatan-peralatan yang dituliskan di bagian ini hanya berisi peralatan-peralatan utama saja
dilengkapi dengan merk (misalnya: Furnace elektrik (Carbolite)). Komponen-komponen peralatan
penunjang tidak perlu dituliskan. Rangkaian alat utama sebaiknya disajikan di bagian ini dilengkapi
dengan keterangan gambar. Keterangan gambar diletakkan menjadi bagian dari judul gambar (figure
caption) bukan menjadi bagian dari gambar. Metode-metode yang digunakan dalam penyelesaian
penelitian dituliskan di bagian ini.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Dalam artikel ini, dibangun Python untuk mencari penyelesaian numerik dari dua contoh
persamaan diferensial menggunakan metode ERK dari persamaan diferensial yang dipilih. Syntax
Python diawali dengan koding berikut:
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl toolkits import mplot3d
import pandas as pd

Library yang dipilih mendukung pengoperasian rumus matematika dengan import numpy as
np , pembuatan grafik pembuatan tabel . Pada script python juga dibangun penginputan parameter
untuk mencari parameter terbaik melihat sistem Rossler berperilaku kacau atau tidak. Fungsi
get_function_input dikembangkan untuk memberi fleksibilitas pengguna dalam memilih fungsi
matematis yang ingin diselesaikan. Ini membuat kode lebih dinamis. Script python dapat diilihat
sebagai berikut:

def get function input (prompt) :
while True:
try:
func = input (prompt)
f = eval ("lambda x, y: " + func)
# Uji fungsi dengan nilai x dan y sembarang
£(0, 0)
return £, func
except:
print ("Input fungsi tidak valid. Silakan coba lagi.")
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Berikut adalah contoh kode untuk menghitung solusi analitik dari persamaan yang diberikan
menggunakan library SciPy dan NumPy kode ini merupakan pengembangan dari metode Runge-
Kutta biasa, dengan menambahkan beberapa konstanta tambahan untuk meningkatkan akurasi solusi

pada persamaan diferensial yang lebih kompleks.:
# Extend Runge-Kutta Solver
def extend runge kutta solver(f, f prime, yO0,
t values = []

y values = []
t = to
y = y0

while t <= tf:
t values.append (t)
y_values.append (y)
# Extend Runge-Kutta
Wl = §EGE )

k21 = f(t, y + 0.5 * h * k11)

k31 = f£(t + (1/36) * h, y + h * k21)
k4l = f(t + h, vy + h * (7/2

kl2 = £ prime(t, y

(t
k22 = f prime (t ,
k32 = £ prime(t 1/36

k42 = £ prime(t + h, y + h * (7/25

.5 * h * k11)
h, vy + h * k21)
k1l + 2/25 * k21 + 1/25 *

tf, h):

5 * k11 + 2/25 * k21 + 1/25 * k31))

(1/32) * h*2 * k32 + (25/72)

k31))
y=y +h * k1l + (1/8) * h*2 * k12 +
* k42
t =t +h
return t values, y_values
# Mendapatkan input fungsi dari pengguna
f, £ str = get function input ("Masukkan fungsi f(x, y): ")
f prime, f prime str = get function input ("Masukkan fungsi turunan f'(x,
y)y: ")

t0

(
float (input ("Masukkan nilai tO
(

h = float (input ("Masukkan nilai h (step size):
t values, y values = extend runge kutta solver (f,
# Membuat tabel data
data = {
" tmtaka L L16.S-y

"y": y values

}

df = pd.DataFrame (data)

print (df)

# BPlot-hasil

plt.figure(figsize=(12,5))

plt.plot (t_values, y values, label=f"Solusi
{f str}s dan S$f'(x, y) = {f prime str}s")

plt.xlabel ('t")

plt.ylabel('y")

plt.title('Solusi Metode Extend Runge-Kutta')

plt.grid(True)

plt.legend()

plt.show ()

y0 = float (input ("Masukkan nilai y0 (kondisi awal): "))
( (waktu awal) :
tf = float (input ("Masukkan nilai tf (waktu akhir):

f prime, y0, tO, tf, h)

numerik untuk $f(x, vy) =

Code tersebut merupakan implementasi dari metode Runge-Kutta yang telah dikembangkan,
yaitu "Extend Runge-Kutta Solver," untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa (ODE) yang
melibatkan fungsi f(t,y) dan turunannya f'(t,y). Fungsi utama extend runge kutta solver menerima
parameter fungsi fff dan turunannya f’, serta kondisi awal y0, waktu awal t0, waktu akhir tf, dan
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ukuran langkah h. Fungsi ini menghitung solusi numerik dengan menghasilkan dua daftar, t_values
dan y_values, yang menyimpan nilai waktu dan solusi y untuk setiap langkah ttt. Pengembangan
utama dari metode ini terlihat pada cara perhitungan nilai sementara kkk yang terdiri dari dua set,
yaitu k11 hingga k4 untuk fungsi f, dan k12 hingga k42 untuk turunan fungsi f. Dengan
memperhitungkan turunan fungsi, metode ini memberikan hasil yang lebih akurat dibandingkan
metode Runge-Kutta standar. Pengembangan utama dalam kode tersebut terlihat pada bagian
perhitungan k di metode extend runge kutta solver. Dengan menambahkan turunan fungsi, f'(t,y),
solver ini menjadi lebih akurat dibandingkan metode Runge-Kutta standar yang hanya mengandalkan
nilai fungsi f(t,y).

Contoh 1: Persamaan y’
y ¥y

4 80
Mempunyai penyelesaian eksak y =

a7

2
e -% dengan syarat awal y(0) = 1, dan x = [0, 10]. Persamaan y’ =

—————— berikut in hasil yang didapat dari extended runge-
1+19exp(-5)
kutta dan runge-kutta dalam tabel maksimum error. Kode python:
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd
from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D # Untuk plot 3D
# Fungsi untuk persamaan diferensial
def f£(t, v):
return (y/4) - (y**2/80)
# Solusi eksak yang diberikan
def exact solution(x):
return 20 / (1 + 19 * np.exp(-x/4))
# Metode Extended Runge-Kutta Orde 4
def extended rk4(f, yO, tO0, tf, h):
t values = np.arange(t0, tf + h, h)

y values = np.zeros(len(t values))
y _values[0] = yO
for i in range(l, len(t values)):
t = t values[i-1]
y = y values[i-1]
k1 = £(t, y)
k2 = £(t + h/2, y + h*k1l/2)

k3 = f£f(t + h/2, y + h*k2/2)
kd = £(t + h, y + h*k3)
y values[i] = y + (h/6) * (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)
return t values, y values
# Parameter

yO = 1
t0 =0
tf = 10
h =20.1

# Mendapatkan hasil dari metode Extended Runge-Kutta
t values, y values = extended rk4(f, yO0, tO0, tf, h)
# Mendapatkan solusi eksak
exact values = exact solution(t values)
# Membuat DataFrame untuk hasil
data = {
't': t values,
'y numerik': y values,
'y _eksak': exact values,
'error': np.abs(y values - exact values)
}
df = pd.DataFrame (data)
# Tabel hasil perhitungan

print (df.to_string(index=False)) # Menampilkan tabel tanpa index
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# Plot hasil dengan solusi numerik dan solusi eksak dalam 3D

fig = plt.figure(figsize=(10, 8))

ax = fig.add subplot (111, projection='3d")

# Menggambar grafik 3D

ax.plot (t_values, y values, exact values, label="Solusi 3D", marker='o',

linestyle='--")

# Labeling sumbu

ax.set xlabel ('t (Waktu)'")

ax.set ylabel ('y numerik (Solusi Numerik)')

ax.set zlabel ('y eksak (Solusi Eksak)"')

ax.set title('Grafik Solusi 3D Extended Runge-Kutta dan Solusi Eksak')
# Menampilkan legenda

plt.legend(loc="best')

# Menampilkan plot 3D

plt.show()
# Menampilkan error maksimum
print (f"Error maksimum: {np.max(np.abs(y values - exact values))}")

Hasil simulasi menampilkam table 1 dan visualisasinya ditunjukkan pada gambar 1.

Tabel 1. Hasil simulasi dari contoh 1

t y numerik y eksak error
0.0 1.0 1.0 0.0
0.1 1.024.019 1.024.019 5,98E-05
0.2 1.048.583 1.048.583 1,22E-04
0.3 1.073.703 1.073.703 1,87E-04
0.4  109.939 109.939 2,53E-04
0.5 1.125.654 1.125.654 3,23E-04
0.6 1152508 1.152.508 3,95E-04
0.7 1.179.963 1.179.963 4,69E-04
0.8  120.803 120.803  5,46E-04
09 123.672 123.672 6,26E-04
1.0

L, k) 6

1.266.046 1.266.046 7,09E-04 8 ;s

10

Error maksimum: 1.6383706835654266e-08

Gambar 1. Grafik Solusi 3D Extended
Runge-Kutta dan solusi eksak.

Contoh 2. Diketahui Persamaan y’ = y + x? + 1 dengan syarat awal y(0) = 1, dan x = [0,10].
Persamaan y’ = y + x? + 1 mempunyai penyelesaian eksak y = 4e*- x? — 2x — 3. Hasil yang
akan dihasilkan adalah maksimum error dan grafik hasil numerik dengan contoh eksaknya. Berikut
ini adalah kode python yang dibangun:

]

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd
from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D # Untuk plot 3D
# Fungsi turunan yang diberikan: y' =y + x"2 + 1
def f(x, v):
return y + x**2 + 1
# Solusi eksak: y = 4de”x - x"2 - 2x - 3
def exact solution(x):
return 4 * np.exp(x) - xX**2 - 2*x - 3
# Metode Runge-Kutta Orde 4 (RK4)
def runge kutta 4(f, y0, x0, h, x end):
n int((x_end - x0) / h) + 1
X np.linspace (x0, x _end, n)
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y = np.zeros(n)
y[0] = y0
for i in range(l, n):
k1 = h * f£(x[i-1], y[i-1])
k2 = h * £(x[i-1] + h/2, y[i-1] + k1/2)
k3 = h * f(x[i-1] + h/2, y[i-1] + k2/2)
k4 = h * £(x[i-1] + h, y[i-1] + k3)
y[i] = y[i-1] + (1/6) * (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)

return x, y
# Parameter dan kondisi awal
x0, y0 = 0, 1 # Kondisi awal
h =20.1 # Langkah
x end = 10 # Nilai akhir x
# Menghitung solusi numerik dengan metode RK4
x rk4, y rk4 = runge kutta 4(f, y0, x0, h, x end)
# Menghitung solusi eksak
y_exact = exact solution(x rk4)
# Menghitung error maksimum

error = np.abs(y rk4 - y exact)
max error = np.max(error)
# Membuat DataFrame untuk hasil perhitungan
data = {
'x': x rk4,

'y_numerik': y rki4,
'y eksak': y exact,
'error': error
}
df = pd.DataFrame (data)
# Tabel hasil perhitungan
print (df.to string(index=False)) # Menampilkan tabel tanpa index
# Plot hasil dengan solusi numerik dan solusi eksak dalam 3D
fig = plt.figure(figsize=(10, 8))
ax = fig.add subplot (111, projection='3d")
# Menggambar grafik 3D
ax.plot(x rk4, y rkd4, y exact, label="Solusi 3D", marker='o', linestyle='-

# Labeling sumbu

ax.set xlabel ('x")

ax.set ylabel('y numerik (Solusi Numerik) ')
ax.set zlabel ('y eksak (Solusi Eksak)')
ax.set title('Grafik Solusi 3D RK4 dan Solusi Eksak')
# Menampilkan legenda
plt.legend(loc="best')

# Menampilkan plot 3D

plt.show()

# Menampilkan error maksimum

print (f"Error maksimum: {max error}")

Pengembangan kode ini terletak pada penerapan metode Runge-Kutta Orde 4 (RK4) untuk
meningkatkan akurasi solusi numerik dibandingkan dengan metode lain. Selain itu, kode ini
membandingkan solusi numerik dengan solusi eksak dan menghitung error maksimum, yang
memungkinkan kita untuk mengevaluasi ketepatan hasil. Visualisasi 3D juga ditambahkan untuk
mempermudah pemahaman perbedaan antara solusi numerik dan eksak. Dari implementasi metode
ERK dengan syntax Pyton ditunjukkan tabel 2 dan visualitasinya pada gambar 2
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Tabel 2. Hasil simulasi dari contoh 2

X y_numerik y_eksak error
0 1 1 0.00E+00 |
0.1  1.210684 1.210684  1.31E-07 .
0.2  1.445611 1.445611  3.11E-07 g o
0.3 1.709435 1.709435  5.49E-07 ,’
0.4  2.007298 2.007299 8.56E-07 Iy f
. : ! ;
9.7 65153.48565 65153.93879  4.53E-01 7 ey
9.8 72015.83338 7201633971  5.06E-01 \_/ 4
9.9 79600.10606 79600.67175  5.66E-01 Y oa W /
10 8798223123 87982.86318  6.32E-01 ‘ -l "4
Error maksimum: 0.631945721412194 Gambar 2. Grafik Solusi 3D Runge-Kutta 4
dan Solusi Eksak.
Contoh 3. Diketahui persamaan diferensial: %+ y = ¢(0.1 % ~0.01y3 + 0.1 cos (t) +

0.01 cos (t)) dengan &= 0.1 dan kondisi awal y(0) = 0.y’ (0) = 1. Syntax Python yang dibangun
sebagai berikut:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd
# Parameter epsilon
epsilon = 0.1
# Fungsi turunan untuk y' dan v' (v = y'")
def system(t, yv):
y, Vv = yv # Memisahkan y dan v
dydt = v # y' = v
dvdt = epsilon * (0.1 * v - 0.01 * y**3 + 0.1 * np.cos(t) + 0.01 *

np.cos(t)) - vy

return np.array([dydt, dvdt])
# Metode Extended Runge-Kutta Orde 4
def extended rk4(f, yv0, t0, tf, h):
t values = np.arange(t0, tf + h, h)
y values = np.zeros((len(t values), 2)) # Untuk menyimpan [y, V]
y _values[0] = yv0
for i in range(l, len(t values)):
= v ol pless” [ —JiF]
yv = y values[i-1]
kl = £(t, yv)
k2 =W (kS Ih/2,lywsahakil/2)
k3 = £(t + h/2, yv + h*k2/2)
kd = £(t + h, yv + h*k3)
y values[i] = yv + (h/6) * (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)
return t values, y values[:, 0], y values[:, 1] # Mengembalikan t, vy,

dan v

# Parameter dan kondisi awal

yo = 0 # y(0)

vo =1 # y'(0)

t0 0 # Waktu awal

tf = 20 # Waktu akhir

h = 0.01 # Langkah

# Menjalankan metode Extended Runge-Kutta Orde 4

t values, y values, v _values = extended rk4(system, [y0, vO0], t0, tf, h)
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# Membuat DataFrame untuk tabel hasil

data = {
't': t values,
'y': y values,
'v (dy/dt)': v_values

}

df = pd.DataFrame (data)

print (df)

# Plot solusi y(t)

plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.plot(t values, y values, label="Solusi y(t)", color='b', linestyle='-
', marker='o")

plt.title("Solusi Extended Runge-Kutta untuk Persamaan Diferensial Orde 2")

plt.xlabel ("t")

plt.ylabel ("y(t)")

plt.grid(True)

plt.legend(loc="best"')

plt.show ()

# Grafik solusi 3D

fig = plt.figure(figsize=(10, 8))

ax = fig.add subplot(11ll, projection='3d")

# Plot 3D y(t) vs v(t) vs t

ax.plot (t_values, y_values, v_values, label="Solusi 3D", marker='o"',
linestyle='--")

# Labeling sumbu

ax.set xlabel('t"')

ax.set ylabel('y(t)"')

ax.set zlabel ("v(t) (dy/dt)")

ax.set title("Grafik 3D Solusi Extended Runge-Kutta Orde 4")

# Menampilkan legenda

plt.legend(loc="best"')

# Menampilkan plot 3D

plt.show()

Secara keseluruhan, pengembangan kode ini terletak pada penerapan metode numerik yang
lebih canggih, yakni Extended Runge-Kutta Orde 4, untuk menyelesaikan sistem persamaan
diferensial dengan akurasi lebih tinggi dibandingkan metode yang lebih sederhana seperti Euler.
Metode ini memungkinkan pemodelan sistem dinamis yang kompleks dengan memanfaatkan
parameter €\epsilone untuk menangkap pengaruh kecil pada perubahan sistem. Selain itu, kode ini
dilengkapi dengan visualisasi hasil dalam dua dimensi dan tiga dimensi, yang memberikan wawasan
lebih mendalam tentang dinamika sistem dengan memperlihatkan hubungan antara variabel-variabel
yang terlibat, sehingga membantu pemahaman yang lebih baik mengenai perilaku sistem sepanjang
waktu. Tabel 3 merupakan hasil simulasi dengan merode ERK melalui aplikasi Python dan gambar 3
merupakan visualisasinya.

Tabel 3. Solusi dari contoh 3untuk 0 < t < e R B SN E

20 dengan h = 0.01 a

Columnl t y v dy/dt .
0 0 0 1.00E+00

1 0.01 0.01 1.00E+00 g o
2 0.02 0.02 1.00E+00

2000 20 1.118 4.90E-01 »
2001 20.01 1.123 4.70E-01

0.0 25 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 200

Gambar 3. Grafik solusi dari Metode
ERK
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Hasil dan pembahasan berisi hasil-hasil temuan penelitian dan pembahasannya secara ilmiah.
Tuliskan temuan-temuan ilmiah (scientific finding) yang diperoleh dari hasil-hasil penelitian yang
telah dilakukan tetapi harus ditunjang oleh data-data yang memadai. Temuan ilmiah yang dimaksud
di sini adalah bukan data-data hasil penelitian yang diperoleh. Temuan-temuan ilmiah tersebut harus
dijelaskan secara saintifik meliputi: Apakah temuan ilmiah yang diperolen? Mengapa hal itu bisa
terjadi? Mengapa trend variabel seperti itu? Semua pertanyaan tersebut harus dijelaskan secara
saintifik, tidak hanya deskriptif, bila perlu ditunjang oleh fenomena-fenomena dasar ilmiah yang
memadai. Selain itu, harus dijelaskan juga perbandingannya dengan hasil-hasil para peneliti lain yang
hampir sama topiknya. Hasil-hasil penelitian dan temuan harus bisa menjawab hipotesis penelitian di
bagian pendahuluan.

KESIMPULAN

Dalam penelitian ini, metode Extended Runge-Kutta diterapkan untuk menyelesaikan sistem
persamaan diferensial yang relevan dengan fenomena nyata. Hasil perhitungan menunjukkan bahwa
metode ini mampu memberikan solusi yang akurat dan efisien. Tabel hasil perhitungan
memperlihatkan perkembangan nilai variabel dalam rentang waktu yang telah ditentukan, dengan
perubahan yang konsisten sesuai dengan perilaku sistem yang dianalisis. Dari analisis grafik tiga
dimensi yang dihasilkan, terlihat bahwa solusi yang diperoleh menunjukkan pola yang stabil dan
realistis, mencerminkan dinamika yang diharapkan dari sistem yang dimodelkan. Metode Extended
Runge-Kutta tidak hanya terbukti efektif dalam memberikan solusi, tetapi juga menunjukkan
fleksibilitas dalam aplikasi berbagai jenis persamaan diferensial.
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